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Wstep do Analizy Funkcjonalnej.
0. Przestrzenie
Przestrzen metryczna (topologia): (X, d)
Przestrzen mierzalna: (X,Z, 1)
Przestrzen liniowa: (X ,+,)

1. Metryka
Metryka w przestrzeni X to funkcja d : X x X —[0,0) spetniajaca trzy aksjomaty metryki:

1) tozsamosci dx,y)=0=x=y
2) symetrii d(x,y)=d(y,X)
3) nierownosci trojkata d(x,z) <d(x,y)+d(y,2)

Przyktady

1. X— prosta rzeczywista

d(x,y)=[x-}|

2. X -—przestrzen rzeczywista n-wymiarowa
taksowkowa: d (%, XX, ), (1, Yore¥n)) = D[% = Vil
i=1

supremum: dg,y (X, X,m--X, ), (Var Yoree¥n)) = SUPX; = V]

euklidesowa: de((xl, Xy e X0 )y (Vs yz,---yn))= ,/Zn:(xi -y)°

3. X —zbiodr funkcji ograniczonych f : A—R
ey (. 9) =sup| ()~ 9 ()

4. Przestrzen mieerzalna (@297)
X=L(w)={f : Q>R [ fdu<oo|

d,(f,9)=|f —gldu
X = L2(u) = {f :Q >R [ F2du <oof

d,(,9) = /[ (f —g)du

2. Kula

Kula otwarta o srodku w punkcie x € X i promieniu r >0 w przestrzeni metrycznej (X,d)
to zbior K, (x,r) =K (x) = {x}" ={y:d(x,y) <r}.
Przyktady
1. R d,, — kwadraty osiowe o bokach 2r
2. R%;d, — kwadraty diagonalne o bokach rv2
Jesli w X sa dwie metryki di i d; oraz dla dowolnych x,r K, (x,r) =K, (x,r) to d, =d,.
Dowod



d(x,y)=inf{r:ye K(x,r)}
Kula w przestrzeni funkcyjnej.

* dsup
. L
° L2

3. Zbiory otwarte i domkniete
Zbior U < (X, d) jest otwarty, jesli V, 3, ,K(x,r)cU.
Dla kazdego X,r >0, K(x,r) jest zbiorem otwartym.
Dowod

Suma dowolnej rodziny zbioréw otwartych jest zbiorem otwartym.
Dowod

Przekrdj skonczonej rodziny zbioréw otwartych jest zbiorem otwartym.
Dowod

Zbior F jest domkniety, jesli jego dopetnienie jest otwarte.
Przekr6j dowolnej rodziny zbioréw domknietych jest domkniety.
Suma skonczonej rodziny zbiorow domknigtych jest domknigta.

Przyktad

SR’d(X! y) :l X_yl

K, r)=(x-r,x+r)

(a’b):(a+b_b—a’a+b+b—aj:K(a+b’b—a)
2 2 2 2 2 2

(-»,a)=J(a-n,a)
(a+) = J(a,a+n)

[a,b] jest domkniety, gdyz jego dopetnienie to (—oo,a) U (b, ), czyli zbior otwarty.

(-0, a] jest domkniety, gdyz jego dopetnienie to (a,), czyli zbior otwarty.

U[ ! i} nie jest ani otwarty, ani domknigty.
ZlL2n+1 2n

4. Zbieznosc¢
Ciag (x,) = X w (X,d) jest zbiezny do x € X co zapisujemy x, — X lub limx, = x, jesli
limd(x,,x) =0. (Zbieznos¢ ciagu liczbowego.)

Zbior F jest domkniety wtedy i tylko wtedy, jesli z faktu, ze limx, =X i V X, € F wynika,

ze XeF.
Dowod
(P )



5. Ciggtosc¢, ograniczonos¢, jednostajna ciggtosc
Niech (X,d) i (Y,e) beda przestrzeniami metrycznymi. Funkcja f : X —Y jest ciagla, jesli:
1. (Heine) z faktu, ze lim x, = X wynika, ze lim f (x,) = f(x);
2. (Cauchy) V,ox ¥ 103508 (X, ) < S = (F (), T (M) < & ;
3. Vomaregovey PrZeciwobraz f V) ={xe X : f(x) eY}jest otwarty w X .
Dowod

Nier6wno$¢ Schwartza: (J- fg)2 < j f ZI g°
Dowod

Podzbidr przestrzeni metrycznej (X,d) jest ograniczony, jesli jest on zawarty w pewnej kuli.
Jednostajna ciaglo$¢ funkceji: vV, 3,V, d(X,y) <o = e(f (x), f (y)) <g&

Przykiad

x* 1R —> R - funkcja ciagla niejednostajnie

y=X+0

d(X*, x> + 2% +0%) =2%+ 6 < ¢

(Y,d),(Z,e) - przestrzenie metryczne
X =B(Y, Z) ={ zbior funkcji ograniczonych f :Y — Z}

f—duw s f e f > f

6. Homeomorfizm
Funkcja f: X —Y jest homeomorfizmem, jesli jest ona odwracalna (roznowarto$ciowa i

na), ciggta 1 odwrotna do niej tez jest ciagta.
Funkcja f : X —Y jest jednostajnym homeomorfizmem, jesli jest ona homeomorfizmem,

jednostajnie ciggla i odwrotna do niej tez jest jednostajnie ciagta.

7. Wtasnosci topologiczne i metryczne
Wiasnos¢ przestrzeni (X, d) jest topologiczna, jesli ma jg kazda przestrzen homeomorficzna
z (X,d).
Wrtasno$¢ przestrzeni (X, d) jest metryczna, jesli nie jest ona topologiczna, ale ma jg kazda
przestrzen jednostajnie homeomorficzna z (X,d).

8. Lipschitz
Warunek Lipschitza 3.V, . e(f(x), f (y))<cd(x, )

cVxy
Funkcja Lipschitzowska (spelniajaca warunek Lipschitza) jest zawsze jednostajnie ciggla.
Jesli f' istnieje na catej dziedzinie to | f'|< c <> f jest Lipschitzowska ze statg c. Z

If(x)—f(y)lzf.(g)gc_
| X=y]|

twierdzenia Lagrange’a,



Nie kazda funkcja jednostajnie ciagta jest Lipschitzowska.
Przyktad

y=\/§ na (0,)
\/;—\/;S,/X—y<g

9. Podstawowos¢, zupetnosc
Ciag podstawowy (Cauchy’ego) (x,) w przestrzeni (X,d) spetnia warunek
Vgﬂnovnznovmznod (X, X,) <&
Kazdy ciag zbiezny jest podstawowy.

Kazdy cigg podstawowy jest ograniczony.
Dowod

Przyktad
0101010....(ciag niepodstawowy)

X=(01 dgx-y]| x, = 1 (ciag podstawowy, ale nie jest zbiezny gdyz granica nie
n

nalezy do X)
Jezeli x, jest podstawowy to V,_, istnieje granica limd(x, x,) .
Przestrzen (X,d) jest zupelna, jesli kazdy cigg podstawowy jest zbiezny.
Przyktady
1. R
2. (X,d) — przestrzen zupetna; F — zbior domknigty w X. Wtedy (F,d) — zupelna.
Dowod

xeX

3.10,1], [0,)
4. Zbiory skonczone
Zupetnos$¢ nie jest wlasno$cig topologiczng.

Przyktad
d(x,y)=[x-y|
(0]« 5[1, 00)

Podstawowos¢ ciggu nie musi by¢ zachowana przez funkcje ciagla, ale jest zachowana przez
funkcje jednostajnie ciagla.

10. Osrodkowosc¢
Przestrzen (X,d) jest osrodkowa, jesli istnieje w niej zbior przeliczalny gesty (osrodek).
Przyktad
Kazdy podzbior prostej.
Jesli (X,d) jest osrodkowai Y < X to (Y,d) tez jest oSrodkowa.
Osrodkowos¢ jest wlasnoscia topologiczng.
Obraz zbioru gestego jest gesty.
Przestrzen polska — homeomorficzna przestrzen z przestrzenig osrodkowa zupeina.
Przestrzen jest zupelna, jesli dla kazdej przestrzeni metrycznej (Y,d) takiej, ze Y < X, X
jest zbiorem domknigtym.



11. Catkowita ograniczonosc
(X,d) jest calkowicie ograniczona jesli V 3. X U K(x,¢)

xeF
Przestrzen catkowicie ograniczona jest ograniczona.
Dowod

Przestrzen ograniczona nie musi by¢ catkowicie ograniczona.
Przykiad
X — dowolna nieograniczona, np. R
d — dyskretna

Catkowita ograniczono$¢ jest zachowywana przez homeomorfizm jednostajny, ale nie
zwykly.

12. Zwartos¢
Przestrzen metryczna (X,d) jest zwarta, jesli jest catkowicie ograniczona i zupehna.
Przez ¢ -sie¢ mozemy pokazac, ze dana przestrzen jest catkowicie ograniczona; punkty W

odlegtosci 2 ¢ od siebie i kota na tych punktach pokrywaja cala przestrzen. Ponadto z
dowolnego miejsca w przestrzeni odlegtos¢ do kazdego takiego punktu jest conajwyzej €.
Nastepujace warunki sg rownowazne:

1. Xjest zwarta

2. V(Xn)exEI(Xnk )X, = X € X (kazdy cigg zawiera podciag zbiezny)
3. X= UU = 35 card( J)@UU € X (z kazdego pokrycia otwartego mozna wybrac

Jel Jel

podpokrycie skonczone)
v(Y ,e)chY E f:X<«<>Fhomomorficzna = F dOIl’lkIlthy w Y

V(Y,e)af:XeY homomorficzna:> (Y ' e) jeSt Zupelna

{F }., to rodzina podzbioréw domknigtych w X, scentrowana, tzn.
VJE' ,card(Jd )<ooﬂ Fl * ¢

e

Przestrzen zwarta jest osrodkowa. Za osrodek mozna wzia¢ sume¢ &, -Sieci przy &, malejacym
do 0.
Zbior zwarty jest domknigty.

Funkcja f :(X,d) — (Y,e) spelnia warunek Lipschitza jesli EIC>OVX]ye(f (), f(y))<cd(x,y)
Przyktad
f:R—>NR,| F'(X)|<cjesli (Lipschitz ze statg c)
(X)_ f (y) :l f'(Z) |£ C
X—y
Jesli (X,d) to przestrzen metryczna zupetna, f : X — X - Lipschitzowska ze statg c<l to
A x* e X takie, ze f(x*)=x* oraz dla x e X cigg x, = f"(X) > x*
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Przykiad
Liczenie pierwiastkow

S +x

[2,00)

Zaczynajac od dowolnego x>2 i iterujac dojdziemy do jedynego punktu statego, czyli

(tu) +/5.

Calkowicie ograniczony => istnieje homeomorficzny obraz X niezupeiny.
Abstrakcyjne liczbowe przestrzenie metryczne f : X x X —[0,).
Wprowadzamy pseudometryke:
d(x, y) =inf{f (X, %)+ F (X, %) +..+ F(X,y):ne Ny, X,..., X, € X }.
Interpretacja: f(x,y) =cena za podr6z z X do Y.

13. Przestrzenie produktowe przeliczalne
Ciag (X, d,,) przestrzeni metrycznych ograniczonych.
Dla X = X; X X; X ... X X,, skonczonych:
dsup (x,y) = sup, (dn (xn: yn))
Aiax (%, Y) = X dn (X, Yn)
dewr (X, y) = \/Zn d,, (xn, yn)z
DlaX = X; X X; X ... X X,, nieskonczonych:

dn( no, n)
dsup (x,y) = sup, (;,—ny) <1

dn( no. TL)
dtax (er) = Zn;—ny *Cp
Przyktad
S
{Oll}N’ dtax (X, Y) = Z —Znr

2‘".
x® 5 x o v, x,® - x,
(X,d,) jest zupela (zwarta) & V,,(X,,, d,,) jest zupelna (zwarta).

Analiza Funkcjonalna.
14. Przestrzenie liniowo metryczne.

Przestrzen liniowo metryczna jest to kompilacja przestrzeni liniowej (X, +,-), metrycznej
(X, d) i ciaglosci dziatan. Jest to wige przestrzen (X, d, +,+) z ciaglymi dziataniami:
+ (XXX, dgp) > X d) i (X xR dg,)— (X,d)

Przykiady

1. (R|x=yl,+,)

2. (R* deyr,+,)



3. I'={x e RV:E,lx,| <00}, dpp = Eplacn — "
1 ={x € RV: ¥, x,% <o}, diz = \/¥nlxn — ¥
4. ¢ = {x € RN, limx, istnieje}, dsyp
c, = {x € RN — ciagi ograniczone}, d,”
co = {x € RN, limx,, = 0}, dgp
5. u([0,1],B) - ograniczona miara znakowana. Istnieje przeliczalna rodzina zbiorow,
ktéra generuje B, np. przedziaty (qi1,02) o koncach wymiernych.
6. C(R) - funkcje na prostej (uwaga: moga by¢ nieograniczone)
Zty przyktad:
([0,1]N, dy-n, +,*) - nie nadaje si¢, gdyz nie ma liniowosci dodawania (1+1=2)

—1
Metryka supremum ucigta do 1: dg,,, = minifd,,, (f, g), 1}. Norma nie istnieje.

15. Przestrzenie liniowe unormowane.
Norma przestrzeni liniowej unormowanej to funkcja jednej zmiennej || - ||: V — [0, ) 0
wlasnos$ciach:
1. ||X||F0ex=0
2. [xtylI<lix|I+iyll
3. [lox|[=fodx[l
Norma zadaje metryke w ktorej V jest przestrzenig liniowo metryczng. d = d).|(x,y) =

lx = yll.

Sprawdzenie

(...)
Przestrzen liniowa z norma to przestrzen unormowana. W przestrzeni unormowanej mozna
norme odzyskac z metryki. ||x|| =d(x,0) = ||x — (0)|| = ||x]||. W dowolnej przestrzeni
metrycznej ||x|| = d(x, 0) spetnia 1. whasnos¢ z definicji normy, ale niekoniecznie 2. i 3.
Metryka normowa spetnia ||x — y|| = |d(x,y) =d(x+2zy+ z)| =|l(x+2)— (& +2)||.

Przyktady

[* = cb - ciagi ograniczone ||xn|| = supiifx, |

c - ciagi zbiezne ||xn || = supirfix,, |

co - ciagi zbiezne do 0 ||x, || = supfiix, |

I! - ciagi bezwzglednie sumowalne ||xn||ll = Y1 |Xq|

12 - ciggi sumowalne z kwadratem ||xn | |12 = /2 X,

suplx, + yu| < suplxy| + supify,| Xlxn, + yul S X x| + Xyl = X(x0 | + [y D
CB(R) - funkcje ograniczone na R. ||f||sy, = supxifif (x)|

L'(w) = {[f1: ] fdu < oo}, ||f||1 = JIfldu L; c Li dla,ulicze’}cej .
L2(w) = {[f): [ f?du < oo}, ||f||2 = \/m L* c L' dla u skonczonej

C(R) Z dsyp obcieta (f>g) = minifil, supy|f(x) — g(x)[}. Ta metryka nie pochodzi
bezposrednio od zadnej normy. d(0,2) = 1, ||2|| =1 ||1|| =1

16. Przestrzenie Banacha.

Przestrzen unormowana zupelna w metryce normowej to przestrzen Banacha.
Przykiady




LI 1), 200 - 112D
(€T Nsup ) (CBARY, I+ sup ) (111 Hsup ) A 11 112D, Q211+ 112)
(COJ ” * ”sup ): (C: ” * ”sup )' (CO(]R): ” : ”sup)
Funkcja zbiega do 0 w o0 = wszystkie inne funkcje siedzg w pasku epsilonowym.
Przyktady (podkreslenie oznacza osrodkowos¢)
Przestrzenie Banacha — ciagéw — ¢, o, I* I2, I
Przestrzenie Banacha — funkcyjne — C([0,1]), CB(R), L (w), L2(1)
Uktad wektoréw x4, ..., x,, € V jest liniowo niezalezny, jesli a;xq + -+ a,x, = 0> a; =
=a, =0.
Zbiodr B C V jest niezalezny jesli kazdy jego podzbior skonczony jest uktadem niezaleznym.

17. Baza Hamela.
Zbiér B c V to baza Hamela przestrzeni liniowej V jesli B jest zbiorem niezaleznym i kazdy
x €V jest postaci a1b; + -+ a b, k E N b, € B a;, € R.
Kazda przestrzen linowa V posiada baz¢ Hamela B.
Kazdy zbior B jest zawarty w jakiej$ bazie Hamela B'.
Dowod

Przyktady
n n n
R" - (1,0,0,..0Y'(0,1,0,..0)’"*(0,0,0,..1)
) n

W C, Co, I nie jest to baza Hamela — nie ma np. 1/2,1. Jest to baza ciggdw ktore od
pewnego miejsca majg 0.
Szereg Y.o—1 X, elementéw x, przestrzeni unormowanej (Banacha) V jest ,,zbiezny” do x € V
jesli ciag sum czg$ciowych s, = Y.j; x; zbiega do x w normie.

18. Baza Schaudera.
W przestrzeni Banacha V zbior B c V to baza Schaudera, jesli
1. #B<X
2. kazdy x € V to granica szeregu ) b, ,a € R,b € B.
3. jesliy a,b, =Y B,c, to{b,,n € N} ={c,,n € N}.
Baza Schaudera to zbior niezalezny.
Jesli przestrzen Banacha ma baze Schaudera to jest osrodkowa. (nie odwrotnie)
Przyktad
C, Co, Il, I2:B = {el,ez, }, e = (0,0, ...,1, ,O)
Zbior B (nawet mierzalny) o tej wlasnosci, ze V, .y mozna przybliza¢ kombinacjami
(.Xl, 0,0, )

skofnczonymi z B nie musi mie¢ limix

(xl, X2, .t )
Dzielenie przestrzeni przez pseudonorme.

1. [lolj=0
2. |lxl| + 1yl = [1x + yl|
3. |lax|| = allx||
Relacja rownowaznos$ci: x~y < ||x — y|| = 0.



Baza Schaudera w L2[0,1]. Kazda funkcje ciagla na [0,1] mozna przybliza¢ jednostajnie
wielomianami (ktore leza gesto w C[0,1]).
1,5

1 -

——f1 —li—f0 f2 =¢=f3

Przyktad
Przestrzen zespolona L? (1) na Il = {z:|z| = 1}.

19. lloczyn skalarny.
Dana jest przestrzen liniowa V. lloczyn skalarny w V to funkcja <-,-> V x V = C (R)
spetniajaca warunki:
1. <uu>=0
<uu>=0u=0
2. <uv>=<v,uU>
3. a<uv>=<aqu,v>
<wav>=a<uv>
4, <u+tv,w>=<uw>+<v,w>
<u,v+w>=u,v>+<uw>
Jesli dany jest iloczyn skalarny to zadaje on norme ||ul| = V<u,u >
Dowod
(-..)
Nieréwno$¢ Schwarza: | < x,y > | < ||x|| * |||

. . -1 [
lloczyn skalarny jest ciagly. x, = x y, =y =2 < x,, ¥, >—=><x,y >

20. Przestrzen unitarna.

Przestrzen unitarna — (V, <-,->).
Przestrzen unitarna zupelna to przestrzen Hilberta.

Przyktady

1 R" < (), (k) >= X=1 XYk

2. C" < (x), (Vi) >= Xk=1 Xi Vi

3. 1P < (), ) >= Xy Xk

4. L*(A) < f,g >= [ fgda (w przypadku zespolonym warunek [ |f|?dA < o)
X jest ortogonalny do y (x L y) w przestrzeni unitarnej jesli < x,y >= 0.
Jesli A O to zbidr o tej wlasnosci, ze kazde dwa elementysgx #y €A =>x L yto Ato
zbi0r niezalezny.

Dowod

(...)
Istniejg uktady niezalezne ale nie parami ortogonalne.

Przyktad

R? 3 {(0,1), (1,1)};< (0,1),(1,1) >=1

10




21. Rzuty.

Jesli V to przestrzen unitarna, W c V to przestrzen unitarna i x € W to wektor x’ € W to
rzut ortogonalny na W jeslix —x' Ly ¥, ep.
JeSlix € Wtox = x.
Jesli W to przestrzen Hilberta i W c V to V, ¢y x,, istnieje.
Jesli W jest rozpigta na skonczenie wielu wektorach wzajemnie ortogonalnych to V, ¢y x,,
istnieje W = lin{xy, x3, .., X, } (x; L X V%))

Dowod

(...)

22. Ortogonalizacja Gramma-Schmidta.

Jesli {xq, x5, ... } to skonczony (przeliczalny) uktad niezalezny to istnieje macierz trojkatna A z
wartosciami roznymi od zera na przekatnej tego samego wymiaru co moc uktadu wektorow

X1 V1
le = I}’zl jest

taka, ze jesli uktad wektorow otrzymany przez formalny iloczyn A *

ukladem ortonormalnym. Czyli y; = aq1x1 ; ¥, = az1%1 + @z2%5 5 ...
Dowod
(...)

23. Pozostate twierdzenia dot. przestrzeni.

Jesli V to przestrzen o$rodkowa unitarna to kazdy uktad ortogonalny jest co najwyzej
przeliczalny.
Dowodd
(...)
Jesli H to osrodkowa przestrzen Hilberta, to istnieje w niej ortonormalna baza Schaudera
{eq, ey, ..., e4:}. Co wiecej, kazdy element x € H rozwija si¢ jednoznacznie w zbiezny w
normie szereg Fourierax = Y%, < x,e; >e;. Y%, < x,e; > = ||x||?
Dowod
(-..)
Lemat
W przestrzeni Hilberta uktad ortonormalny {x,, }4%, z warunkiem lin{x,} = H
to baza Schaudera.
Dowod
(-..)
(-..)
Istnieje tylko jedna (z doktadno$cia do izometrycznego (unitarnego) izomorfizmu) osrodkowa
niekoniecznie wymiarowa przestrzen Hilberta. Modelem dla niej jest [? (skonczenie
wymiarowa: R™ ; C").
Dowod
(-..)
Jezeli X to przestrzen zwarta a A to podalgebra w C (X) ktora jest gegsta gdy A rozdziela

punkty i zawiera state. V x=y 3reqf (x) # f(y). Ponadto w przypadku zespolonym f(x) €
x,yEX

A= f(x) €A
Szkic dowodu

(..)
11



24. Operatory i funkcjonaty.
Operator liniowy T: X — Y to dowolne liniowe przeksztalcenie spetniajace wtasnosci:
1L.T(x+y)=Tx)+T(y)
2. T(ax) = aT(x)
Jesli X 1Y sa unormowane, to mozemy zadac, by T byt ciagly.
Zbior takich operatoréw oznaczamy a(X,Y).
Ponadto, jesli Y = K, to operator ciaglty T: X — K nazywamy funkcjonalem (f albo x*).
Przestrzen funkcjonalna natomiast jest oznaczana przez X*.
Zamiast X*(x) piszemy < x,x* > (co jest oczywiscie liczbg).
Przyktady
1. X=R,Y=R"
T:X->Y T(x)=A[x] lub T(x)=[x]B
2. X=C(0,1]),Y =cC(0,1])
T = f, fGIdx Wb T() = fgo, go € C(X)
3. X=c'([0,1]),Y = c([0,1])
T =1
4. V = C(X), X zwarta. u - miara na X.
T,(f) = [ fdp. Jesli p = 8,10 Ts(f) = [ fdu = f(xo)
Operator T: X — Y jest ograniczony jesli 3T (Kx(0,1)) € Ky (0, M). (Vyex|IT(X)]| <

M||x||).
Dowod
(...)
T € a(X,Y) © T jest liniowy i ograniczony.
Dowod
(...)

Norma operatora T to liczba ||T|| = inf{M: V ek 01| ITCOI| < M} = sup{|ITG)I|: |Ix]]| <
1} = supEZQIT(x)H: ||x|| = 1}. ||x*| =supif] < x,x* > |:||x|] < 1}
a(X,Y) z tak okreslong norma to przestrzen liniowa unormowana.
Jesli Y to przestrzen Banacha to a(X,Y) to przestrzen Banacha. X* zawsze jest przestrzenig
Banacha.

Dowod

(...)
X* (przestrzen Banacha funkcjonatéw ograniczonych) to przestrzen dualna do X.

Przyktad

(R")* = R"

I ogolnie dla przestrzeni Hilberta H* = H (czyli istnieje izomorfizm m: H & H*,
zamiast n(x) piszemy x*)

Dowod

(...)

Przyktad

V =C(X) (X —zwarta)

V* = M(X) (ograniczone znakowane miary Borelowskie na X).

Cx)d S [fdu;p ev

(IH =1=
L'([0,1D)* = L*(0,1)
A=
L*([0,1])" = L*(0,1)
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C(X)* = M*(X) (miary znakowane ograniczone; X - zwarta)
Dowod
(...)
W ME(B) ||ul| = " (X) + u~ (X) bywa norma.
Dla miary okre$lamy normg taka, jaka jest norma odpowiedniego funkcjonatu. ||u|| =
supiflf fdu:|f| < 1.

Szkic dowodu

(..)

25. *-stabosc¢.

V to przestrzen Banacha. V* to przestrzen Banacha, topologia normowa. Mozna okresli¢ w V*
topologi¢ *-staba, a w V topologig¢ stabg.
X, = x WV stabo, jesli V,ep 9 (x,) = @(x).
Jesli x, = x w normie, to zbiega stabo.
Przyktad
L ([~m,m])
1, sinnx, cosnx
||sinx|| = const - 0
sinnx + 0 w normie.
W przestrzeni Hilberta kazdy podciag bazy ortonormalnej dazy do zera stabo.
Ciag funkcjonatow x, — x* x-stabow V™, jesli V), ey < y, x;, >-><y,x* >.
Zbieznos¢ funkcjonatow w normie implikuje *-staba zbieznosc¢.
<v,x, > —<vx">=<v,x —x">Z||v||-||x; — x*|]|
Mozemy wigc mowié 0 *-stabej zbieznosci w zbiorze miar ograniczonych na przestrzeni X.

x—slabo

Un — 1 Vreceo | fdun = [ fdu.
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